
Приклади розв’язання задач 

17. Показати, що правило Лопіталя не може бути використане для обчислення 

вказаної границі 

sin
lim

cosx

x x

x x




. 

Обчислити цю границю, не використовуючи правило Лопіталя. 

► Чисельник і знаменник даного дробу неперервні, диференційовні та прямують до 

нескінченності. Відношення похідних 
( sin ) 1 cos

( cos ) 1 sin

x x x

x x x

 

   

не має границі при x , бо 

якщо k  , то при 2kx k 
 
це відношення дорівнює 2, а при 2kx k     

дорівнює нулю. 

Отже, правило Лопіталя не може бути використано, бо границя відношення похідних 

не існує. 

Обчислюємо границю безпосередньо, не використовуючи цього правила, 

1
cos

1

sin
1

lim
cos

sin
lim 

























x

x
x

x

xx

xx

xx
. ◄ 

18. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя (невизначеність типу 








0

0
): 

а) 
ee

xx
xx 





ln1
lim

2

1
;  б) 

30

sin
lim

x

xx

x




; 

в) 
30

sintg
lim

x

xx

x




;  г) 

1

arctg2
lim

3






x

x

e

x
. 

► а) 
 

 

22

1 1

1 ln1 ln 0
lim lim

0xx x x

x xx x

e e
e e

 


    

   
   

 

2

1 1

1
2

2 1 3
lim lim

x xx x

x
xx

e xe e 




   ; ◄ 

► б) 
3 20 0 0

sin 0 1 cos 0 sin
lim lim lim

0 3 0 6x x x

x x x x

x x x  

    
       
   

 

0 0

1
sin ~ lim

6 6x x

x
x x

x 
  

 
(тут правило Лопіталя застосовується двічі); ◄ 

► в) 
32

3 2 2 20 0 0

1
cos

tg sin 0 1 1 coscoslim lim lim
0 3 3 cosx x x

x
x x xx

x x x x  


  

    
   



2 2

2 2 2 20 0 0

1 (1 cos )(1 cos cos ) 1 1 cos 1 cos cos
lim lim lim

3 cos 3 cosx x x

x x x x x x

x x x x  

     
     

2 20 0 0

1 (1 cos ) (1 cos ) 0 sin
lim 3 lim lim

3 0 2x x x

x x x

x x x  

   
      

   

0 0

1
sin ~ lim

2 2x x

x
x x

x 
   ; ◄ 

► г) 
2

3 3

2

1
2

2arctg 0 1lim lim
0 3

1
x x

x x

x x

e e
x



 


      

   
  

   

2

2

2 2 2 2
lim lim

3 1 3 2 3x x

x x

x x 

 
    

  
. ◄ 

19. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя (невизначеність типу











): 

а) 
0

ln
lim

ctgx

x

x
;    б) 

3

2ln
lim

x

x

x 
;    в) 

55 0

ln( 5)
lim

ln( )xx

x x

e e 




. 

► а) 
2

0 0 0

2

1

ln sin 0
lim lim lim

1ctg 0

sin

x x x

x xx

x x

x

  

   
        

   

 

0limlim~sin
0

2

00



x

x

x
xx

xxx
; ◄ 

► б) 

2

3 2 3

1
2ln

ln 2 ln
lim lim lim

3 3x x x

x
x xx

x x x  


    

       
      

2 3

1

2 2 1
lim lim 0

3 3 3 3x x

x

x x 
   ; ◄ 

► в) 
55 0 5

5

1

ln( 5) 5lim 5lim
1ln( )xx x x

x

x x x

e e
e

e e

  

      
   

  

5
5

5 5 55 5

0 5 5
5lim lim 5

( 5) 0 1

x x

x x

e e e
e

x e e e 

  
     

  
. ◄ 

20. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя (невизначеність типу {0 · ∞}): 

а) x

x
ex 



3lim ;   б) 
2

tg)1sin(lim
1

x
x

x





;    в) xx

x
lnlim 2

0
. 



► а) 
3 2

3 3
lim {0 } lim limx

x xx x x

x x
x e

e e



  

    
         

    
 

2 1
3lim 6lim 0

x xx

x

x

e e



 
    

 
; ◄ 

► б) 
1 1

limsin( 1) tg {0 } sin( 1) ~ 1
2x x

x
x x x



 
      

 

1 1

1 0
lim( 1) tg lim

2 0
ctg

2

x x

x x
x

x



 

  
     

 
 

2 2

1 1

2

1 2 2 2
lim limsin 1

1 2

2
sin

2

x x

x

x



   


 
       

 

; ◄ 

► в) 
2

0 0

2

ln
lim ln {0 } lim

1x x

x
x x

x

 

 
     

 
 

2

0 0

3

1

1
lim lim 0

2 2x x

x x

x

 
  



. ◄ 

21. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя (невизначеність типу {∞–∞}): 

а) 









 230

1

sin

1
lim

xxx
;    б) 










 xx

x

x cos2ctg
lim

2




. 

► а) 
2 2

3 2 2 20 0

1 1 sin 0
lim { } lim

sin sin 0x x

x x

x x x x 

    
        

    
 

2 2
2 2 4

4 30 0 0

sin 0 2 sin 2
sin ~ lim lim

0 4x x x

x x x x
x x x

x x  

  
     

 

2 20 0

1 2 cos2 2 1 1 cos2 0
lim lim

4 3 6 0x x

x x

x x 

    
    

   

0 0 0

1 2sin 2 1 2 1
lim sin 2 ~ 2 lim

6 2 6 3x x x

x x
x x

x x  
    ; ◄ 

► б) 

2 2

sin
lim { } lim

ctg 2cos cos 2cosx x

x x x

x x x x 

 

 

   
        

  
 

2 2

2 sin 0 2sin 2 cos
lim lim 1

2cos 0 2( sin )x x

x x x x x

x x 



 

  
     

 
. ◄ 

22. Знайти границі, використовуючи правило Лопіталя (невизначеності типу {1
∞
}, 

{∞
0
}, {0

0
}): 



а) 
2

3

0
)2(coslim x

x
x


; б) 2cos

0
2

lim (tg ) x

x

x


 

; в) 

1

ln( 1)

0
lim

xe

x
x 


. 

► а) Для знаходження 
2

3

0
)2(coslim x

x
x


 скористаємось співвідношенням 

 
3

2
2

2

33 lncos2
ln(cos2 )cos2

x
x

x xxx e e  . 

Тоді 

Ax

x

x
x

x

x

x

x
eeeex 32

2cosln

0
lim3

0

02cosln
2

3

0

2

3

0
lim}1{)2(coslim 









 






. 

Тут позначено 
20

2cosln
lim

x

x
A

x
 . Знайдемо цю границю, застосовуючи правило Лопіталя, 

20 0

1
( sin 2 ) 2

ln cos 2 0 cos 2lim lim
0 2x x

x
x xA

x x 

  
 

    
 

 

0;

0

0.

sin 2 ~ 2 ,
2

2lim 2
2cos 2 1,

x

x

x

x x
x

xx








   


. 

Отже, 
6)2(32

3

0
)2(coslim 


 eex x

x
. ◄ 

► б) При знаходженні 2cos

0
2

lim (tg ) x

x

x


 

 врахуємо, що 
xxx ex tglncos2cos2)(tg  . Маємо 

0
2

lntg
2 lim

1

2cos 0 2cos lntg 0 2cos

0 0
2 2

lim (tg ) { } lim { )
x

x

x x x Ax

x x

x e e e e



 

 


   

      , 

де 
2

0 0
2 2 2

1 1

lntg tg cos
lim lim

1 1
( sin )

cos cos

x x

x x x
A

x
x x

 
   


 

    
    

 

2
0 0

2 2

1 cos
lim lim 0

tg sin sinx x

x

x x x 
   

  


. 

Отже, 2cos 2 0 0

0
2

lim (tg ) 1x

x

x e e




 

   . ◄ 

► в) Axe

x

x
x

xe

x

xe

x
eeex  










)1ln(

ln

0
limln

)1ln(

1

0

0)1ln(

1

0
lim}0{lim , де 

0 0 0 0 0

1

ln 1 1
lim lim lim lim lim 1.

1ln( 1) 1

1

x x x

x xx x x x xx

x

x e e exA
e xe x

e
e

    

 
     





 



Отже, ex
xe

x




)1ln(

1

0
lim . ◄ 

30. Показати, що задана функція )(xf  задовольняє умовам теореми Ролля на  , :a b
 

а) 
2( ) 6 100; 1, 5;f x x x a b      

б) 
23( ) 8 ; 0, 8.f x x x a b     

Знайти таке значення   bac , , що .0)(  cf  

►a) Функція 1006)( 2  xxxf  неперервна на відрізку 1;5 . Очевидно, що при всіх 

x  існує ( ) 2 6,f x x    тому функція диференційовна на інтервалі  1;5 . Також 

(1) (5) 95f f  . Отже, виконуються усі умови теореми Ролля. Для знаходження такого 

 1;5c , що 0)(  cf , розв’язуємо рівняння ( ) 2 6 0 3f x x x      , тобто .3 xc

◄ 

►б) Функція 
3 28)( xxxf  неперервна на відрізку 0;8 .  Похідна 

2 23

8 2
( )

3 (8 )

x
f x

x x


 

 
 існує для 8,0  xx . Отже, існує на інтервалі  0;8 ,  при цьому 

(0) (8) 0f f  . Як бачимо, усі умови теореми Ролля виконуються. 

Для знаходження точки  0;8c  розв’язуємо рівняння 

2 23

8 2
( ) 0 8 2 0 4

3 (8 )

x
f x x x

x x


       

 
.  

Отже, 4c  . ◄ 

31. Чи виконуються умови теореми Ролля для функцій: 

а)
4

25
)(

x

x
xf


  на відрізку  1;1 ; 

б) 3 2)8()(  xxf  на відрізку  0;16 ? 

►а) Для 
4

25
)(

x

x
xf




 
порушена умова неперервності  

функції на відрізку  1;1 . Точка  0 1;1x     є точкою розриву функції. ◄ 

►б) Для 3 2)8()(  xxf
 
порушена умова диферен-ційовності функції на інтервалі 

 1; 16 . Дійсно,
3

2
( )

3 8
f x

x
 

 
 у точці  8 1;16x    не існує. ◄ 

32. Показати, що похідна многочлена
5 4( ) 1f x x x x     має дійсний корінь на 

інтервалі  1; 1 . 



► Функція ƒ(х) задовольняє умовам теореми Ролля (вона неперервна на  1; 1 , 

диференційовна на інтервалі  1; 1 , 0)1()1(  ff ). Отже, існує така точка  1; 1c  , 

що 0)(  cf , тобто многочлен 
4 3( ) 5 4 1f x x x     має хоча б один дійсний корінь на 

інтервалі  1; 1 . ◄ 

33. Перевірити виконання умов теореми Лагранжа для функції 
3)( xxxf   на 

відрізку  2; 1  і знайти відповідне проміжне значення c . 

► Функція 
3)( xxxf   неперервна на відрізку  2; 1 ; існує 

231)( xxf   для усіх 

x . Отже, функція диференційовна на інтервалі  2; 1 . Як бачимо, умови теореми 

Лагранжа виконуються на відрізку  2; 1 , тому існує таке  2; 1c  , що 

(1) ( 2) ( )(1 ( 2)) 0 6 ( ) 3 ( ) 2 f f f c f c f c             . 

Враховуючи вираз для )(xf  , маємо 
2 2 21 3 2 3 3 1 1c c c c          . 

Шукане 1c , бо  1 2;1   . ◄ 

34. На дузі AB  кривої 
22)( xxxf   знайти точку M , в якій дотична паралельна 

хорді AB , якщо  1; 1A ,  3; 3B  . 

► Функція 
22)( xxxf  неперервна та диференційовна при всіх значеннях x , а 

значить, і на відрізку  1; 3 . Відповідно до теореми Лагранжа існує така точка  1; 3c , 

що виконується рівність )13)(()1()3(  cfff . У нас xxf 22)(  . Тому, 

2 2(2 3 3 ) (2 1 1 ) (2 2 ) 2c         4 4(1 ) 2c c      , (2) 0f  . 

Оскільки 
3 1

(2) 2
3 1

f
 

   


, то значення похідної рівне кутовому коефіцієнту прямої, на 

якій лежить хорда AB . Отже, ця хорда паралельна дотичній до графіка функції в 

знайденій точці  2; 0M .◄ 

35. Розкласти многочлен 532)( 23  xxxxP  за степенями двочлена 2x .  

► Знаходимо похідні многочлена та їх значення в точці 2x : 343)( 2  xxxP ; 

46)(  xxP ; 6)(  xP ; 0)()( xP n
 при 4n . Обчислюємо 11)2( P ; 7)2( P ; 

8)2( P ; 6)2( P . Тоді за формулою Тейлора маємо 

3 2 2 38 6
2 3 5 11 7( 2) ( 2) ( 2) ,

2! 3!
x x x x x x           

або 
3223 )2()2(4)2(711532  xxxxxx .◄ 

36. Розкласти функцію tgxxf )(  за формулою Маклорена до члена, що містить 3x



включно.  

► Знаходимо похідні функції tgxxf )(  до третього порядку включно, а також їх 

значення при 0x . 

Маємо tgxxf )( , ;0)0( f  x
x

xf 2

2
cos

cos

1
)(  , ;1)0( f  

xxxxxf sincos2)sin(cos2)( 33  
, ;0)0( f  

xxxxf 224 cos2sincos6)(   ,   .2)0( f  

За формулою Маклорена з залишковим членом у формі Пеано маємо 

3
3( )

3

x
tgx x o x   . 

Відзначимо, що оскільки  

(4) 5 3 4 3( ) 6(4cos sin cos 2sin cos ) 2 2 cos sinf x x x x x x x x           , 0)0()4( f , то залишковий 

член можна записати у вигляді )( 4xo , тобто ).(
3

4
3

xo
x

xtgx 
 
◄ 

37. Розвинути функцію 3)( xxf  за формулою Тейлора з центром розкладу у точці 

1a  (за степенями ))1( x  до члена 

3)1( x  включно. 

► Обчислимо значення функції 3

1

)( xxf   та її похідні до третього порядку включно 

при 1 ax  

3

1

)( xxf  ,

2

3
1

( )
3

f x x


  ,  

5

3
2

( )
9

f x x


   , 

8

3
10

( )
27

f x x


  ; 

1)1( f , 
1

(1)
3

f   ,  
2

(1)
9

f    ,
10

(1)
27

f   . 

Отже, за формулою Тейлора одержимо 

).)1(()1(
!327

10
)1(

!29

2
)1(

3

1
1 3323 





 xoxxxx

 ◄
 

38. Знайти з точністю до 310  наближене значення .293  

► Запишемо .)
27

2
1(322729 3

1

33   

Скористаємось біноміальним розкладом: 

.
!

)1()1(

!2

)1(

!1
1)1( 2

n

nm Rx
n

nmmm
x

mm
x

m
x 








  

Звідси маємо наближену рівність 



2( 1) ( 1) ( 1)
(1 ) 1

1! 2! !

m nm m m m m m n
x x x x

n

   
      , 

похибка якої 
1 1( 1) ( )
(1 )

( 1)!

n m n

n

m m m n
R x x

n
   

 
  

може стати як завгодно малою при 

1x
 
і достатньо великому n . 

Поклавши 
27

2
x

 
і 

3

1
m , отримаємо 

).
813

52
.

813

52

81

2

81

2
1(3)

27

2
1(329

4

5

3

3

2

2

3

1

3
nR









   

Оцінюючи послідовно величини похибок обчислення nR3 , знаходимо 

;002,0
81

2
33

2

2

1 R .00007,0
81

52
3

3

3

2 


R  

Отже, для обчислення 3 29  з заданою точністю достатньо взяти три члени, які 

передують залишку 2R , тобто 

.072,3)0006,0024,01(3293  ◄ 

39. Використовуючи розклади функції за формулою Тейлора (Маклорена), 

обчислити задані границі: 

а) ;
)1(3sin)1(

)1(2sin)1(
lim

1 



 xx

xx

x
    

б) .
3sin2

lim
40 x

xxtgx

x




 

► а)
1

2( 1)
sin 2( 1) ( 1),

( 1) sin 2( 1) 1!
lim

3( 1)( 1) sin3( 1)
sin3( 1) ( 1)

1!

x

x
x o x

x x

xx x
x o x




   

  
 

  
   

 

1 1

( 1) 2( 1) ( 1) ( 1) 1
lim lim

( 1) 3( 1) ( 1) 4( 1) 4x x

x x o x x

x x o x x 

      
   

     
; ◄ 

► б)

3
4

4 30
4

( ),
2sin 3 3

lim

sin ( )
6

x

x
tgx x o x

tgx x x

x x
x x o x



  
 

 

  

 

3 3
4 4

4

4 40 0

( ) 2( ( ) 3
( )3 6lim lim 0

x x

x x
x o x x o x x

o x

x x 

     

   . 


